5.2.3 Kolmost pfimek a rovin |

Piedpoklady: 5202

‘ Pr.1: Vysvétli, pro¢ mame specidlni hodiny, které se zabyvaji kolmosti.

. Na pocatku kapitoly jsme si fikali, Ze stereometrické definice vychazeji kvili jednozna¢nosti
' z rovnobéZnosti nebo z kolmosti = musime si proto ujasnit, jak se urcuje kolmost, abychom
. ji mohli v definicich pouZivat.

Dvé piimKy jsou k sobé kolmé pravé tehdy, kdyz jejich odchylka je 90°.
=

* Navzdjem kolmé mohou byt i mimob¢zky.

* Dvé usecky jsou kolmé, pravé kdyz lezi na kolmych ptimkach.
PiSeme:

 piimky: pUg, -« ABU« CD,

* tUsecky: ABUCD.

H Pi.2: Dopli vztahy mezi ptimkami p, g, r v prostoru.
‘ a)Je-li pOgq aq|r,pak... b)Je-li pllg a gOr, pak ...

ra)Je-li pUg agql|lr,pak pUr.
' b)Je-li pllgaqgUr,pak pUr.

Pf.3: Rozhodni, zda pro piimky p, g, r v prostoru plati véty:

a)Je-li pllragUr,pak pUgqg. b)Je-li plUqg agUr,pak pllr.
Pokud véta neplati, najdi protiptiklad na pfimkéch urenych vrcholy standardni
krychle.

ra)lJe-li pllragUr,pak pUgq.
. Véta plati, jde o stejné tvrzeni jako v bodé€ 1 a), pouze s prohozenym vyznamem piimek r a g.

b)Je-li pOgaqOr,pak plir.



1
Véta obecné neplati, naptiklad ve standardni !
krychli pro pfimky: E |
° p —o AB
. q =o BF
* r=o FG
Odchylka mezi pifimkou p a r miZe byt
libovolnd. Napiiklad pokud bychom misto o ____JC
piimky FG zvolili za ptimku r piimku EF, ,
byly by pfimky p a r rovnob&zné. e

Pf.4: Rozhodni, které z dvojic ptfimek uréenych vrcholy standardni krychle jsou navzdjem
kolmé. Priklad teS nejdiive bez obrdzku, jen ,,v hlavé®.
a) AB,BC b) CD,EH c) AB,EG d)AD,CH

c¢) Piimky AB, EG nejsou kolmé (AB neni
kolma s pfimkou AC, ktera je rovnobézna

s ptimkou EG).

d) Ptimky AD,CH jsou kolmé (HC je kolma

a) Piimky AB, BC jsou kolmé (leZi na nich
strany Ctverce).

b) Ptimky CD, EH jsou kolmé (pfimka AB je
kolvr/na l?a plr;mku AD, ktera je rovnob¢éZna na pifmku BC, &tyFihelnik BCHE je
s primkou EH). obdélInik).
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Kdy je ptimka kolm4 k roviné?
Piimka je kolma k roviné, pravé kdyz je kolma ke vSem piimkam roviny.

PiSeme:
* pUp -piimka p, je kolma k roviné o = piimka p je kolmice k roviné p.



* pnp ={P} = pata kolmice

Jak se presvédcime, Ze je rovina kolmd k piimce (zkouSet vSechny piimky nemiZeme, je jich
nekonecné mnoho)?

= kritérium kolmosti primky a rovny:

Je-li pfimka kolma ke dvéma riznobézkam roviny, pak je k roviné kolma.

Pr.5: U standardni krychle ABCDEFGH najdi ptiklad toho, Ze pfimka nemusi byt kolma
k roving, kdyz je kolm4 ke dvéma rovnobéznym piimkdm v roving.

H G

MozZnosti je hodné¢, naptiklad pfimka EB je
kolma k pfimkam AD i BC, ale k rovin€¢ ABC

kolma neni. " Z/
[

Pro¢ nestaci kolmost na dvé rovnob&zky?

Ptfimka ,,obsahuje* jeden smér, rovina dva sméry = dvé rovnobézky urcuji pouze jeden smér
a nezarucuji tedy, Ze pfimka, kterd je na né kolm4, je kolma na celou rovinu. Dvé riznobézky
urcuji dva rizné sméry a tedy vSechny sméry roviny.

Pr. 6: Je dana standardni krychle ABCDEFGH. Dokaz, Ze ptimka BD je kolma k roviné
ACE.

' Pokud ma byt ptimka BD kolma k roviné ACE, musi byt kolm4 ke dvéma riiznob&zkam, které
v ni lezZi = hleddme dv¢€ takové piimky:

-+ BD je kolmd k piimce AC (dhlopficky v podstave)

. * BD je kolma k ptimce BF (strany obdélnika BFHD), BF je rovnobéZznd s AE = BD je
. kolmi k AE

- = BD je kolmd ke dvéma rtiznobézkdm v roviné ACE = je kolma k celé roviné ACE (a tim i
. ke kazdé ptimce v ni).
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PE.7: Je dén pravidelny ctyFstén ABCD. Doka?, %e plati AB O1CD..

- Nejde nalézt piimy diikaz kolmosti = zkusime najit rovinu, kterd obsahuje pifmku CD a je
i kolma na AB.
" Adept: rovina CDS ,, . Dokazujeme, 7e CDS,, 0 AB:

- pifmka AB je kolm4 na dse¢ku CS,, (CS,, je vyska v rovnostranném trojihelniku

. ABO),

e ptimka AB je kolmd na usecku DS, (DS,; je vySka v rovnostranném trojihelniku
| ABD),
- = piimka AB je kolmd na rovinu CDS,, (je kolmd na dv€ riznob&Zné piimky v této roviné

. CS .5 @ DS,;) = je tedy kolma na vSechny piimky v této roviné i na piimku DC.

Se zdjemci se vratime ke kritériu kolmosti pfimky a roviny.



Pr.8: (BONUS) V klasické uéebnici je kritérium kolmosti piimky a roviny dokazovdno
zpusobem uvedenym niZe. Zobecni dikaz pro pitimku p kolmou k pifimkam a, b
v rovin¢ p. Pfimky a, b nejsou navzdjem kolmé a neprochézi patou kolmice pifimky

Je dan pravidelny ¢tyfboky jehlan
ABCDYV. Ptedpokladame, ze piimka VS je
kolma k pfimkdm AC a BD roviny ABC
(vybarvenad Sed¢). Na ptimce VS
sestrojime bod V’ tak, aby platilo

VS| =|VS'| (vznikne tak jehlan ABCDV'
shodny s jehlanem ABCDV).
Trojuhelnik ASV (modry) je shodny

s trojdhelnikem ASV' (véta sss).
Trojuhelnik BSV (zeleny) je shodny

s trojihelnikem BSV' (véta sss).

Nakreslime si libovolnou piimku ¢ lezici
v rovin€ ABC. Jeji prusecik s pfimkou AB
oznac¢ime Q. Dokazujeme, Ze trojihelniky
QSVa QSV' jsou shodné. Vime:

VS| =|VS'| = potiebujeme |QV|=|0QV'|.
Trojihelniky QAV a QAV' jsou shodné
(véta sus) = plati |QV|=|QV'| = OSV
a QSV' jsou shodné (véta sss) = uhly
QSVa QSV' jsou shodné, dohromady se

rovnaji pfimému uhlu = jsou kolmé =
piimka VS je kolma na ptimku q.

V] P Krok 1:

( Pfimka p je kolmé k ptimkam a, b v roviné
p© . Piimky a, b nejsou navzdjem kolmé a

b 5 _ neprochézi patou kolmice piimky p.
Vyznacime prisecik P piimky p s rovinou

X p.

! Na ptimce p zvolime bod V.

Na pifmce p zvolime bod V' tak, aby platilo
\vpP|=|vP|.




Krok 2:

Bodem P vedeme rovnob&zku a' s piimkou
a, na které zvolime libovolny bod A rtizny
od P.

Trojdhelniky APV a APV' jsou shodné
podle véty sus (spolend strana AP, Ghly
APV a APV', strany PVa PV'").

Krok 3:

Bodem P vedeme rovnobé&zku b' s piimkou
b, na které zvolime libovolny bod B rizny
od P.

Trojdhelniky APV a APV' jsou shodné
podle véty sus (spolecnd strana AP, Ghly
APV a APV', strany PVa PV'").

Krok 4:

V ptedchozich krocich jsme dokazali, Ze
trojihelniky ABV a ABV' jsou shodné
podle véty sss (spolecnd strana AB, shodna
dvojice stran AV, AV' a shodnd dvojice
stran BV , BV").

Krok 5:

S libovolnou piimkou g roviny ABC (u
které chceme dokdzat jeji kolmost k pifimce
p) sestrojime rovnobézku bodem P. Jeji
prisecik s dseckou AB oznacime Q.
Potiebujeme dokazat shodnost trojihelnik
QPVa QPV'. Vime, Ze se shoduji dvé
dvojice stran: spole¢na strana QP a strany
PV a PV' = dokazujeme shodnost stran
QV a QV'.



Krok 6:

Trojuihelniky AQVa AQV' jsou shodné
podle véty sus: spolecnd strana AQ, shodné
thly QAV a QAV' (ve shodnych
trojuhelnicich viz. krok 4), shodné strany
AV, AV' = strana QV je shodna se stranou

ov'.

p
Krok 7:
Trojihelniky QPV a QPV' jsou shodné
podle véty sss = uhly QPV a QPV' jsou
shodné, jejich soucet je thel pravy = oba
jsou kolmé = piimka ¢' je kolma
k pfimce p = pifimka g je kolm4 k piimce
p-

p

- Pokud by byla pfimka ¢' rovnob&znd s piimkou AB, sta¢i zvolit jeden z bodi A, B jinak.
- Postup ditkazu se neméni.

Shrnuti:



